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Resumen

La resoluciéon de problemas verbales representa uno de los principales desafios en la ensefnanza de las
matematicas, debido a las dificultades que enfrentan muchos estudiantes para interpretar las relaciones
cuantitativas y expresarlas mediante lenguaje algebraico. En este articulo se presenta una propuesta
didactica que integra la ensefianza con variacion y el modelo de barras de Singapur como una alternativa
para favorecer la comprension y la resolucion de este tipo de problemas. En primer lugar, se describen los
principios fundamentales de la ensefianza con variacion, destacando el papel de la variacion conceptual y
procedimental en el desarrollo de una comprension mas profunda de los conceptos matematicos.
Posteriormente, se analiza el modelo de barras como una herramienta de representacion visual que facilita
la identificacion de relaciones cuantitativas y la construccion de ecuaciones a partir de dichas relaciones.
Finalmente, mediante diversos ejemplos y variaciones disefiadas siguiendo los principios de la ensefianza
con variacion, se muestra como ambas estrategias pueden complementarse para promover la comprension
conceptual, favorecer la transicion del lenguaje verbal al lenguaje algebraico y fortalecer el desarrollo del

pensamiento prealgebraico. Se concluye que la integracion de ambos enfoques constituye una alternativa
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didactica tedricamente fundamentada que merece ser explorada en la ensefanza de la resolucion de

problemas verbales.

Palabras clave: ensefianza con variacion, modelo de barras, problemas verbales, pensamiento

prealgebraico, educacion matematica.

Abstract

Solving word problems remains one of the major challenges in mathematics education because many
students experience difficulties interpreting quantitative relationships and expressing them through
algebraic language. This paper presents a teaching proposal that integrates Teaching with Variation and
the Singapore Bar Model as an alternative for improving students' understanding and solving of word
problems. First, the main principles of Teaching with Variation are discussed, emphasizing the role of
conceptual and procedural variation in promoting deeper mathematical understanding. Next, the Bar
Model is examined as a visual representation tool that helps students identify quantitative relationships
and construct algebraic equations from those relationships. Finally, several worked examples and original
problem variations illustrate how both approaches complement each other to foster conceptual
understanding, support the transition from verbal statements to algebraic representations, and strengthen
the development of pre-algebraic thinking. It is concluded that integrating both approaches offers a
theoretically grounded teaching alternative that deserves further exploration in mathematics classrooms,

particularly in the teaching and learning of word problems.

Keywords: Teaching with Variation, Bar Model, word problems, pre-algebraic thinking, mathematics

education.

Introduccion

La resolucion de problemas contintia siendo uno de los mayores desafios en la ensefianza de las
matematicas en nuestro pais. Los resultados de México en el examen del Programme for International
Student Assessment [PISA], 2022 de la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmico
(OCDE) indican que solo el 0.2 % de los estudiantes estdn en los niveles mds avanzados en matematicas
resultados que sugieren que la mayoria de los estudiantes presentan dificultades para modelar situaciones
complejas y seleccionar, comparar y evaluar estrategias adecuadas para resolver problemas (OCDE,
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2023). Esta situacion ha motivado la busqueda de estrategias didacticas que favorezcan una comprension
mas profunda de los conceptos matematicos y de las relaciones cuantitativas que subyacen en los

problemas.

En este contexto, los sobresalientes resultados obtenidos por paises del este asiatico, particularmente
China y Singapur, en evaluaciones internacionales como PISA han despertado un creciente interés por
conocer las caracteristicas de la ensefianza de las matematicas en dichos sistemas educativos. Diversos
estudios coinciden en sefialar que la ensefianza en estos paises se distingue por un fuerte énfasis en la
comprension conceptual, el uso de un lenguaje matematico preciso, la resolucion de problemas y la

aplicacion sistematica de la ensefianza con variacion (Cai & Nie, 2007; Lim 2007; Tu & Shen 2010).

La ensefianza con variacion ha despertado un interés creciente entre investigadores y docentes debido a
su potencial para promover un aprendizaje profundo. Este enfoque favorece que los estudiantes
identifiquen las caracteristicas esenciales de los conceptos matematicos mediante la comparacioén de
ejemplos cuidadosamente disefiados, el andlisis de diferentes procedimientos de resolucion y la
exploracion sistematica de variaciones de un mismo problema (Sun, 2011, Li et al., 2011; Lai & Murray,

2012).

De manera complementaria, el modelo de barras ha demostrado ser una herramienta de representacion
visual eficaz para representar las relaciones cuantitativas presentes en los problemas verbales, facilitando
su comprension y resolucion. Si bien ambos enfoques han sido estudiados de forma independiente, su
integracion ofrece una posibilidad interesante para fortalecer la resolucion de problemas, ya que la
enseflanza con variacion permite comprender las relaciones entre conceptos mediante la comparacion de
ejemplos y variaciones mientras que el modelo de barras hace visibles las relaciones cuantitativas

mediante representaciones graficas.

La propuesta presentada en este articulo parte de considerar que la ensefianza con variacion orienta el
disefio de secuencias de problemas verbales, mientras que el modelo de barras proporciona una
representacion visual que permite representar las relaciones cuantitativas presentes, asi como facilitar el

planteamiento y resolucion de las ecuaciones. Méas que ofrecer una metodologia definitiva, constituye una
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alternativa teoricamente fundamentada que merece ser explorada en la practica docente y en futuras

investigaciones en matematica educativa.
2. Ensefianza con variacion

La variacion en matematicas, segun Tu & Shen (2010), implica representar objetos matematicos desde
diferentes perspectivas, alterando atributos no esenciales y manteniendo los esenciales. Ademas, la
enseflanza con variacion también implica la presentacion de una serie de problemas relacionados con el
objetivo de ayudar a los estudiantes a comprender un concepto, perfeccionar sus habilidades de resolucion
de problemas o realizar generalizaciones. La practica de la variacion ha logrado una atencion considerable
debido a la importancia de las variaciones como condiciones necesarias para el aprendizaje profundo (Sun,

2011b).

Por ejemplo, al ensenar el concepto de ecuacion, ademas de mostrar expresiones que son ecuaciones, se
proporcionan expresiones que no lo son (Tabla 1), lo que permite identificar las caracteristicas esenciales

de una ecuacion, como la presencia del signo igual y de al menos una variable (Lai & Murray, 2012).

Tabla 1

Ejemplos variantes para identificar las caracteristicas esenciales de una ecuacion

Expresiones que son ecuaciones Expresiones que no son ecuaciones
2x =1 2x —3>2
3x+4=7 2+6=8
x2+y?2=1 1+8
x =8

Nota. Tabla de elaboracion propia con ejemplos tomados de Li, J., Peng, A., & Song, N. (2011). Teaching Algebraic Equations with Variation in Chinese Classroom.
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Cuando se ensefa el concepto de tridngulo, no es suficiente mostrar Unicamente diferentes tipos de
triangulos, sino, ademas, presentar otras figuras o poligonos que no son tridngulos (Figura 1) de tal forma

que los estudiantes identifiquen las caracteristicas esenciales de un triangulo.

Figura 1

Ejemplos de triangulos y otras figuras geométricas

Nota: Ejemplos de triangulos y otras figuras

2.1 Variacion conceptual

La variacion conceptual se divide en dos partes. La primera implica variar la connotacion de un
concepto mediante la presentacion de ejemplos estandar y no estdndar. La segunda se centra en resaltar
las caracteristicas esenciales de un concepto mediante la comparacion con “no ejemplos”, con el propdsito
de brindar a los estudiantes multiples perspectivas (Park, 2006). Por ejemplo, cuando se explica la
definicion de altura de un triangulo, no es suficiente mostrar inicamente la forma estandar para que los

estudiantes comprendan este concepto (Figura 2).

Figura 2
Ejemplo estandar de altura de un triangulo

B ] C

Nota. Ejemplo estandar de altura en un triangulo
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Por lo que es esencial variar caracteristicas no esenciales, como la forma del triangulo o el vértice desde
donde se traza la altura. Esto permite a los estudiantes mejorar el entendimiento del concepto de altura

(Figura 3).

Figura 3
Ejemplos de alturas en un triangulo

Nota. Alturas en diferentes tipos de tridngulo y trazadas desde distintos vértices

Asimismo, es necesario exhibir “no ejemplos”, es decir, segmentos que no cumplen con la
definicion de altura (Figura 4), lo que permite a los estudiantes identificar las caracteristicas

esenciales de una altura.

Figura 4
Ejemplos de segmentos que no son alturas

=4
ms]
[y

Nota. Ejemplos de segmentos que no son alturas
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Desde esta perspectiva, el propdsito de la variacion conceptual no consiste en presentar una gran cantidad
de ejemplos semejantes, sino en construir secuencias de ejemplos y no ejemplos donde las modificaciones
sean intencionales. Al compararlos, los estudiantes pueden identificar qué aspectos permanecen
invariantes y cudles cambian, favoreciendo la comprension de los conceptos analizados. Asimismo cuando
un docente presenta un mismo problema de distintas maneras o propone diferentes métodos para

resolverlo, esta aplicando un principio fundamental de la ensefianza con variacion procedimental.
2.2 Variacion procedimental

La variacion procedimental tiene como propdsito desarrollar una interpretacion profunda de los
procedimientos matematicos mediante la resolucion de una secuencia de problemas cuidadosamente
relacionados. A diferencia de la practica repetitiva basada en ejercicios similares, este enfoque propone
introducir variaciones disenadas cuidadosamente por el docente que permitan a los estudiantes establecer
conexiones entre diferentes procedimientos, representaciones y estructuras matematicas. Diversas
investigaciones muestran que este tipo de ensefianza favorece la comprension conceptual, el razonamiento
matematico y la resoluciéon de problemas, ya que los estudiantes no solo aprenden a aplicar un
procedimiento, sino también a reconocer cuando y por qué puede utilizarse (Cai & Nie, 2007; Lim, 2007;

Lai & Murray, 2012).

Desde esta perspectiva, el docente desempefia un papel fundamental al disefiar secuencias de problemas
en las que las variaciones sean intencionales y respondan a un objetivo de aprendizaje claramente definido.
En las aulas chinas, esta forma de ensefianza suele manifestarse mediante la presentacion de diferentes
métodos para resolver un mismo problema, la modificacion gradual de las condiciones de un problema
inicial o la aplicacidon de un mismo procedimiento a diversas situaciones matematicas. Lai y Murray (2012)
agrupan estas posibilidades en tres formas principales de variacion procedimental: un problema con
multiples cambios, un problema con multiples soluciones y multiples aplicaciones de un método, las

cuales se describen a continuacion.
2.2.1 Un problema con multiples cambios

Su objetivo es consolidar un concepto mediante la extension del problema original a través de variaciones

en las condiciones. Se considera el problema: “;Cuantos arboles se necesitaran para seis surcos si cada
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surco puede tener cuatro arboles?” (Tomado de Sun, 2011) A partir de este problema, se proponen las

siguientes dos variaciones:
Variacion 1. ;Cuantos arboles tendra cada surco si plantamos 24 arboles en 6 surcos?

Variacion 2. ;Cudntos surcos necesitaremos para plantar 24 arboles de manera que cada surco tenga 6

arboles?

Estas variaciones en las condiciones del problema original permiten a los estudiantes desarrollar un
discernimiento mas profundo de la relacion entre la multiplicacion y division, asi como el significado de
“igual”. Al trabajar con estas variaciones, los estudiantes pueden reconocer que la multiplicacion y
divisidn son operaciones inversas. En otras palabras, si saben cémo multiplicar (por ejemplo, 4x6), pueden

aplicar este conocimiento para resolver divisiones relacionadas (por ejemplo, 24 ~4 = 6 0 24 + 6).

Cabe senalar la importancia de seleccionar cuidadosamente los tipos de variaciones que se utilizan y
asegurarse que se adapten al nivel cognitivo de los estudiantes, lo que, como sugiere Li et al. (2011), puede

mejorar sustancialmente la calidad del aprendizaje.
2.2.2 Un problema con multiples soluciones.

Este segundo tipo de variacion su proposito es fomentar las habilidades de los estudiantes en la resolucion
de problemas mediante la variacion de los métodos de solucion de un mismo problema. Se presenta el

siguiente ejemplo (tomado de Cai & Nei, 2007).

La Escuela Primaria Liming planea comprar 12 balones de basquetbol, cada uno cuesta 24 yuanes. Antes
de adquirir estos balones, la escuela gasto 144 yuanes en balones de futbol. ;Cuantos balones de

basquetbol puede comprar la escuela con el dinero restante?

Se exponen tres soluciones diferentes para abordar este problema:

1. Calculando la cantidad original de los fondos y restando el gasto en los balones de futbol: ol Lalph

1

f = 6 balones de basquetbol.
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144

2. Calculando el nimero de balones de basquetbol que no se compraran 12 — (Z) = 6 balones de

basquetbol.

3. Suponiendo que la escuela puede comprar x balones de basquetbol, luego 24 X 12 = 24x + 144. Por

lo tanto x = 6 balones de basquetbol.

Esta variacién de procedimientos brinda un enfoque estructurado para exponer las ideas matematicas
subyacentes, mejorar la comprension conceptual de una serie de temas relacionados (Lai & Murray, 2012),
asimismo se requiere encontrar diferentes soluciones, lo que fomenta la reflexion, la interrelacion y

generalizacion tanto para estudiantes como para maestros (Sun, 2011a).
2.2.3 Miiltiples aplicaciones de un método

Esta forma de variacion tiene como proposito que los estudiantes reconozcan cuando un mismo
procedimiento puede aplicarse para resolver diferentes problemas. En lugar de aprender estrategias
aisladas para cada situacion, los alumnos identifican un método comun que puede transferirse a diversos

contextos matematicos, favoreciendo asi la generalizacion del conocimiento (Lai & Murray, 2012).

Un ejemplo de este enfoque es el conocido problema de los saludos: en una reunion donde cada persona
saluda una sola vez a todas las demas, ;cuantos saludos se realizan? Inicialmente, el problema puede
resolverse para grupos pequefios mediante una representacion grafica (Figura 5) lo que permite identificar

el patron de formacion de los saludos.
Figura 5

Representacion grdfica de cuatro personas donde todas se saludan

D C

A B
Nota. Representacion grafica de cuatro personas donde todas se saludan

92



Posteriormente, el mismo procedimiento se aplica a grupos de cinco, seis, siete u ocho personas (Tabla

2).

Tabla 2. Representacion grdfica del numero de saludos a partir del numero de personas.

Numero de personas Numero de saludos Representacion geométrica
5 10
6 15

Nota. Tabla de elaboracion propia con ejemplos tomados de Lai, M & Murray, S. (2012). Teaching with
Procedural Variation: A Chinese Way of Promoting Deep Understanding of Mathematics

A partir de estos casos particulares, los estudiantes descubren que el procedimiento utilizado puede

generalizarse mediante la expresion matematica conocida (n+ (n—1)+(n—2)+--+2+1= @). Esta

misma férmula se puede usar para resolver el siguiente problema: En una villa hay 20 calles, todas las
calles son rectas. Un poste de luz se coloca en cada interseccion. ;Cual es el méaximo ntimero de postes de

luz que se necesitan?
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Mas importante atin, comprenden que ese mismo razonamiento puede emplearse para resolver otros
problemas con una estructura similar como por ejemplo: ;Cuantas diagonales tiene un dodecagono? Desde
la perspectiva de la ensefianza con variacion, el objetivo no es memorizar una férmula, sino en ayudar a
los estudiantes a reconocer que un mismo procedimiento puede resolver problemas con contextos

diferentes pero con una estructura matematica comun.

En resumen la variacion conceptual busca que los estudiantes identifiquen las caracteristicas esenciales
de un concepto mediante ejemplos y no ejemplos, la variacion procedimental se centra en el disefio de
secuencias de problemas que favorezcan la comprension de los procedimientos matematicos y las

relaciones entre ellos.

En el contexto de los problemas verbales, la ensefianza con variacion ofrece un marco especialmente
valioso. Disenar problemas en las que cambian determinados datos, contextos o relaciones, mientras otras
permanecen constantes, permite que los estudiantes centren su atencion en la estructura matematica del
problema antes que en célculos aislados. Esta idea constituye el punto de partida para integrar el modelo

de barras como una herramienta de representacion visual que facilite la interpretacion de dichas relaciones.

Por ultimo, es importante resaltar que la ensefianza con variacion encuentra su fundamento teoérico en la
Teoria de la Variacion propuesta por Marton, la cual sostiene que el aprendizaje depende de que los
estudiantes logren discernir los aspectos criticos de un objeto de aprendizaje mediante experiencias de
variacion cuidadosamente disefiadas. Desde esta perspectiva, la seleccion, organizacion y secuenciacion
de las tareas constituyen elementos esenciales para favorecer la comprension de los conceptos

matematicos (Ascencio-Gonzalez & Eccius-Wellmann, 2019).

3. Modelo de barras de Singapur

Una de las principales dificultades que enfrentan los estudiantes al resolver problemas verbales consiste
en transformar un enunciado escrito en una representacion matematica. El modelo de barras de Singapur
ofrece una alternativa para superar esta dificultad mediante representaciones visuales que permiten
organizar la informacion, identificar las relaciones entre las cantidades y facilitar la construccion del

modelo matematico necesario para resolver el problema (Shah et al., 2021).
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Dependiendo de la estructura del problema, el modelo de barras emplea cuatro representaciones
fundamentales: la relacion parte-todo para la adicion y la sustraccion, la comparacion mediante
sustraccion, la relacion parte-todo para la multiplicacion y la division, y la comparacion mediante
multiplicacion y division (Figura 6). Estas estructuras constituyen la base para representar una amplia

variedad de problemas verbales.

Figura 6
Cuatro modelos del modelo de barras de Singapur

4 basic types of model Part-whole multiplication / division /

. Comparison: multiplication / division
Part- whole addition / subtraction Comparison: subtraction fractions

PartA | Part B
v e 9 -

Nota. Reproducida de Using the Bar Model to Support the Interpretation and Understanding of Word Problems in
Key Stage 2, por R. Spencer y H. Fielding, 2015

Mas que un procedimiento rigido, el modelo de barras constituye una herramienta de representacion que
permite hacer visibles las relaciones cuantitativas descritas en un problema verbal. El siguiente ejemplo
ilustra como una situacidon que inicialmente parece compleja puede analizarse paso a paso mediante

representaciones graficas sencillas.

Abigail es 8 arios mayor que Cynthia. Hace 20 afios Abigail era tres veces mayor que Cynthia. ;Qué edad

tiene cada una actualmente?

El primer paso consiste en representar las edades actuales de Abigail y Cynthia mediante dos barras de
distinta longitud. Como Abigail es ocho afios mayor que Cynthia, la diferencia entre ambas barras

representa precisamente esos ocho afos (Figura 7).
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Figura 7
Representacion en barras de las edades de Abigail y Chynthia

_
8
Nota. Figura de elaboracion propia. Para la representacion visual de las condiciones iniciales se utiliza un Modelo

de barras comparacion: sustraccion que representa la diferencia de edades entre Abigail y Cynthia es de 8 afios.

Posteriormente se incorpora la segunda condicion del problema: “hace veinte anos la edad de Abigail era
el triple de la edad de Cynthia”. Para representar esta nueva informacion se afiaden barras auxiliares y
subdivisiones que permiten visualizar simultdneamente la diferencia de edades y la relacion de

proporcionalidad entre ambas cantidades (Figura 8).

Figura 8

Creacion de barra adicional y subdivisiones

-+ »

.

8
Nota. Figura de elaboracion propia. Se agregan barras auxiliares que representan la variacion temporal de “hace 20

afios” y subdivisiones para visualizar la relacion cuantitativa “la edad de Abigail era el triple de la edad de Cynthia”.
La representacion permite identificar visualmente que la diferencia de ocho afios corresponde exactamente

a dos de las subdivisiones iguales de la barra superior. Esta observacion facilita deducir que cada

subdivision representa cuatro afios, sin necesidad de recurrir inicialmente al planteamiento algebraico.
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Este ejemplo muestra como el modelo de barras transforma un problema verbal complejo en una
representacion grafica donde las relaciones entre las cantidades se vuelven visibles. En lugar de comenzar
con ecuaciones, los estudiantes analizan primero la estructura del problema y, a partir de ella, construyen

el procedimiento de solucion.

A diferencia de un dibujo ilustrativo, las barras no representan objetos reales, sino relaciones entre
cantidades. Su longitud es proporcional a los valores que representan, lo que permite visualizar

comparaciones, igualdades y relaciones parte-todo de una manera intuitiva.

Para tener una mejor comprension de como se resuelven problemas verbales usando el modelo de barras
se recomienda la lectura del articulo “El modelo de barras como recurso visual para el pensamiento
prealgebraico” del mismo autor en el cual se explican los componentes analiticos de la visualizacion a

través del modelo de barras.

4. Integracion de la ensefianza con variacion y el modelo de barras en la resolucion de problemas

verbales

Hasta este punto se han presentado, por separado, los principios de la ensefianza con variacion y el modelo
de barras de Singapur. Sin embargo, el mayor potencial de ambos enfoques surge cuando se integran
dentro de una misma propuesta didactica. Mientras la ensefianza con variacion orienta el disefio de
secuencias de problemas que favorecen la comprension conceptual, el modelo de barras proporciona una
representacion visual que ayuda a interpretar las relaciones cuantitativas y facilita su posterior expresion

mediante lenguaje algebraico.

Los ejemplos que se presentan a continuacion ilustran como ambas estrategias pueden complementarse
durante la resolucion de problemas verbales. Cada ejemplo se desarrolla en tres momentos: primero se
representa el problema mediante un modelo de barras; posteriormente se plantea una formulacion
algebraica apoyada en dicha representacion; finalmente, se proponen variaciones del problema original

para favorecer una interpretacion mas profunda de las relaciones matematicas involucradas.

Abigail es 8 afios mayor que Cynthia. Hace 20 afios Abigail era tres veces mayor que Cynthia. ;Qué edad

tiene cada una actualmente?
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Una vez construida la representacion mediante el modelo de barras la ecuacidon no se obtiene directamente
del enunciado del problema, sino de las relaciones geométricas que se observan en la representacion
visual. Sea x la edad de Cynthia hace veinte afios; en consecuencia, la edad de Abigail en ese momento se
representa mediante 3x. Al incorporar el transcurso de veinte afios y comparar las longitudes de las barras,
se observa que la barra correspondiente a la edad actual de Cynthia, de longitud x + 20, coincide con la
porcion de la barra de Abigail cuya longitud es 3x + (20 — 8) = 3x + 12 (Figura 9). De esta relacion se
obtiene la ecuacion: x + 20 = 3x + 12. Al resolverla se obtiene x = 4. En consecuencia, hace veinte afios

Cynthia tenia 4 aflos y Abigail 12 afios; por lo tanto, sus edades actuales son 24 y 32 afios, respectivamente.

Figura 9

Formulacion algebraica en el modelo de barras

X

Nota. Figura de elaboracion propia. Se utiliza el modelo de barras comparacion: multiplicacion /division para la

formulacién algebraica del problema.

Cabe enfatizar que ya se habia resaltado que la diferencia de las longitudes entre las barras es 8, y como
la barra superior es una “subestructura” de la inferior, la longitud de dos rectangulos amarillos es 8, es
decir, 8 = 2x, luego x = 4. En consecuencia el valor de x se puede encontrar reorganizando el modelo

de barras.

La misma representacion visual permite construir una formulacion algebraica diferente. Sea y la edad
actual de Abigail; entonces la edad actual de Cynthia se representa mediante y — 8. Al retroceder veinte
afios, las edades corresponden a y — 20 y y — 28, respectivamente. Como la representacion muestra que

hace veinte afios la edad de Abigail era el triple de la de Cynthia, se obtiene la ecuacion: y — 20 = 3(y —
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28) (Figura 10). Al resolverla se obtiene y = 32. En consecuencia, las edades actuales de Abigail y Cynthia
son 32 y 24 afos, respectivamente.
Figura 10

Formulacion algebraica en el modelo de barras

Nota. Figura de elaboracion propia. Se utilizan los modelos de barras comparacion: sustraccion y de comparacion:

multiplicacion /division para la formulacion algebraica del problema.

Cabe senalar que ell modelo de barras no constituye inicamente una representacion visual; se convierte
en un espacio intermedio entre el lenguaje verbal y el lenguaje algebraico, desde el cual los estudiantes

pueden construir las ecuaciones que modelan las relaciones cuantitativas del problema.

El siguiente problema ilustra nuevamente como el modelo de barras permite representar relaciones

multiplicativas y construir, a partir de ellas, diferentes formulaciones algebraicas.

Ricardo y su papa pesan 85 kilos en total. El papad pesa 5 kilos mas que el triple de Ricardo. ;Cudnto

pesa Ricardo?

El primer paso consiste en representar el peso de Ricardo mediante una unidad grafica (cuadrado azul).
Como el peso del papa equivale al triple del peso de Ricardo mas 5 kg, se construye una segunda barra

formada por tres unidades iguales y un segmento adicional que representa los 5 kg (Figura 11).
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Figura 11

Representacion visual usando modelo de barras

Nota. Figura de elaboracion propia. Se representa visualmente que el peso del papa es el triple del peso del hijo, se

agrega un rectangulo auxiliar que representan la cantidad conocida de 5 kilos.

La representacion permite visualizar inmediatamente que, al excluir el segmento correspondiente a los 5
kg, las cuatro unidades restantes representan un total de 80 kg (Figura 11). En consecuencia, cada unidad

equivale a 20 kg, por lo que el peso de Ricardo es de 20 kg y el de su papa de 65 kg.

Al igual que en el ejemplo anterior, la representacion obtenida facilita construir distintas formulaciones
algebraicas para resolver el mismo problema. Esta caracteristica resulta especialmente valiosa desde una
perspectiva didéactica, ya que muestra a los estudiantes que una misma situacion puede expresarse

mediante ecuaciones equivalentes.

a) Sea x el peso de Ricardo. Como el peso del papa corresponde a 3x + 5, la representacion de la Figura
12 permite formular directamente la ecuacion x + (3x + 5) = 85. Al resolverla se obtiene x = 20, por lo

que el peso del papa es de 65 kg.

Figura 12

Representacion algebraica en el modelo de barras

«— 3x+5

Nota. Figura de elaboracion propia. Se utiliza el modelo de barras comparacion: multiplicacion /division para la
formulacion algebraica del problema
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Se hace notar que la ecuacidén no necesariamente se obtiene directamente del enunciado verbal, sino de
las relaciones cuantitativas que se hacen visibles en el modelo de barras. Esta caracteristica constituye una
de las principales fortalezas del modelo de barra como herramienta para favorecer la transicion del
razonamiento visual al razonamiento algebraico.

b) Sea y el peso del papd, y como pesa 5 kilos mas que el triple de Ricardo, la expresion y — 5 representa
el triple del peso de Ricardo, luego el peso de Ricardo se representa con la expresion yT_S (Figura 13). Al
omitir el rectangulo que representa la cantidad conocida de 5 kg, las barras restantes representan

conjuntamente 80 kg. Luego se plantea la ecuacion (y—-5)+ (yT_S) = 80, que al resolverla se

obtiene y = 65, y por tanto yT—s = 20, en consecuencia, el peso de Ricardo es de 20 kg.

Figura 13

Representacion algebraica en el modelo de barras

s
3
y—5 5
« y —_ >

Nota. Figura de elaboracion propia. Se utiliza el modelo de barras comparacion: multiplicacion /division para la

formulacion algebraica del problema

A partir de este problema se plantean variaciones a los estudiantes como las siguientes:

Variacion 1. Ricardo y su papa pesan 95 kg en total. El papa pesa 5 kg menos que el doble del peso de

Ricardo. ;Cuanto pesa Ricardo?

En esta variacion se modifican tres elementos del problema original: el peso total, el factor de
proporcionalidad (de tres veces a dos veces) y la diferencia constante entre ambos pesos (de 5 kg méas a 5

kg menos). No obstante, permanece invariante la estructura matematica del problema, ya que contintia
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describiéndose una relacion proporcional entre dos cantidades y una condicion aditiva asociada al peso
total. Estas modificaciones obligan a los estudiantes a reinterpretar las relaciones entre las cantidades y

adaptar el procedimiento de resolucion sin perder de vista la estructura del problema original.

Variacion 2. Ricardo y su papa pesan 129 kg en total. El papa pesa 9 kg mas que el cudadruple del peso

de Ricardo. ;Cuanto pesa el papa?

En esta segunda variacion vuelven a modificarse el peso total, el factor de proporcionalidad y la diferencia
constante entre ambos pesos. Ademas, se cambia la cantidad solicitada, ya que ahora se pregunta por el
peso del papa en lugar del peso de Ricardo. A pesar de estas modificaciones, permanece invariante la
estructura proporcional del problema y la estrategia general de representacion mediante el modelo de
barras. Este tipo de variaciones favorece que los estudiantes distingan entre los elementos superficiales

del problema y las relaciones matematicas esenciales que permanecen constantes.

Las dos variaciones fueron disefiadas con el proposito de modificar deliberadamente algunos elementos
del problema, mientras se conservan las relaciones matematicas esenciales. Desde la perspectiva de la
ensefianza con variacion, el objetivo no consiste en ofrecer mas ejercicios para practicar un procedimiento,
sino en dirigir la atencion de los estudiantes hacia aquellos aspectos que permanecen invariantes. De esta
manera, las modificaciones dejan de ser simples cambios numéricos y se convierten en oportunidades para

comprender con mayor profundidad la estructura matematica comun a todos los problemas.

Es importante sefialar que el disefio de variaciones no consiste Unicamente en modificar datos o cambiar
el contexto de un problema. Requiere que el docente analice cuidadosamente la estructura matematica
involucrada, identifique los conceptos esenciales y determine cuales elementos deben permanecer
invariantes y cudles pueden variar para favorecer nuevas conexiones conceptuales. Desde esta perspectiva,
la ensefianza con variacion demanda una planificacion didéctica cuidadosa, en la que cada modificacion

responde a un propoésito especifico de aprendizaje y no a un simple incremento en la cantidad de ejercicios.

5. Conclusiones
La integracion de la ensefanza con variacion y el modelo de barras constituye una alternativa didéctica
para la resolucién de problemas verbales que conecta dos perspectivas complementarias. Mientras la

enseflanza con variacion orienta el disefio de secuencias de problemas que permiten a los estudiantes
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identificar qué elementos cambian y cuales permanecen invariantes, el modelo de barras proporciona una
representacion visual que fortalece la interpretacion de las relaciones cuantitativas presentes en el
problema. De esta manera, ambas estrategias contribuyen a favorecer una comprension conceptual mas

profunda antes de la formalizacion algebraica.

Los ejemplos analizados muestran que el modelo de barras no solo facilita la interpretacion de los
problemas verbales, sino que también ofrece una via para construir y resolver las ecuaciones a partir de
las relaciones representadas visualmente. En este sentido, la representacion grafica deja de ser un simple
recurso ilustrativo para convertirse en un puente entre el lenguaje verbal y el lenguaje algebraico,
especialmente en aquellos problemas donde la formulacion de una ecuacion no resulta inmediata. Esta
perspectiva coincide con los resultados presentados en el trabajo El modelo de barras como recurso visual
para el pensamiento prealgebraico, en el que se argumenta que el modelo de barras no sustituye el
razonamiento algebraico, sino que constituye una herramienta que favorece su construccion y

comprension.

Finalmente, el disefio de variaciones de problemas verbales puede representar un reto para el docente, ya
que exige comprender la estructura matematica del problema original con el propdsito de decidir qué
elementos deben modificarse y cudles deben permanecer invariantes para favorecer nuevas conexiones
conceptuales. Las variaciones presentadas en este trabajo fueron disefiadas por el autor siguiendo los
principios de la ensefianza con variacion, procurando modificar cuidadosamente algunos elementos del
problema mientras se conservan las relaciones matematicas esenciales. Se espera que la propuesta
presentada contribuya a motivar nuevas experiencias de aula y futuras investigaciones orientadas a
explorar el potencial de la ensefianza con variacion y del modelo de barras para fortalecer el desarrollo del

pensamiento prealgebraico y la resolucion de problemas verbales.
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